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Kivonat

To6bbrétegii Perceptronokba (MLP) Tamaszt6 Vektor Gépeket (SVM)
agyazva tobbrétegi SVM halokat konstrualunk. Az Gsszekapcsolt approx-
imacios forma az SVM-ek altalanosité képességét és az MLP-k rejtett
rétegébdl ad6dé kombinatérikus tulajdonsagot egyarant kihasznalhatja.
A halozatot Toébbrétegii Kerceptron (MLK) halézatnak nevezziik. Az
MLK rendelkezik hibavisszaterjesztésen alapulé hangolasi eljarassal, amit
jelen munkaban bemutatunk. Négyzetes koltségfiiggvényre — regularizéa-
ci6s lehet&ségekkel — hangolasi szabalyt szarmaztatunk. Megkdzelitésiink
egy tovabbi tulajdonsaga, hogy az tn. kernel trikk segitségével az MLK-
hoz tartozé szamitasok a dudlis térben kivitelezhetGk.

1. Bevezetés

A Tobbrétegli Perceptronokat (MLP) és a Tamasztd Vektor Gépeket (SVM)
széles korben tanulmanyoztak az irodalomban. Kival6 attekintést ad a témaban
[3, 2]. Munkankban az SVM-eket t6bbrétegi formara terjesztjiik ki, és a kapott
rendszerre hibavisszaterjesztésen alapuldé hangolasi szabélyt vezetiink le. Az
in. kernel triikk alkalmazasaval, a probléméat skalaris szorzat segitségével tar-
gyaljuk. Maés, ugyanezt a triilkkot hasznalo eljarasok leirdsa megtalalhatéd a
[4, 6, 7] hivatkozasokban.

2. A halézat felépitése

2.1. Jelblések

Kiilonbozo bettitipussal jeldljiik a szamokat (a), a vektorokat (a), és a matrixokat
(A). AT az A métrix transzpondltja. Az a vektor egy a komponenssel vald
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kibovitését [a; al-ként irjuk. R szimbolizalja a valos szamokat. ||-||, jeloli az E
Euklideszi térbeli (-, -) skalaris szorzat 4ltal indukalt L, normaét, azaz ||e||, = 1/(e,e) (e € E).

2.2. EpitGelemek
2.2.1. SVM
Az SVM-ek gyakran hasznalt approximéacios eszkozok [9, 10, 8, 6, 5]. {x(t), d(t) }+=1..T

mintaparokat kozelitenek, ahol az x(t) input az X input térbdél szarmazik és
d(t) € R. A kozelités linearis, egy alkalmas H térben. Ebbe a térbe a
p:xeX—-H (1)

hozzarendelés képezi le az x(t) inputokat. ¢(x)-et az x input reprezentdcidjaként
interpretalhatjuk. Az SVM kozelités a

Fuix € X (w,p(x))y (weH) (2)

formaju. Formalisan, az SVM feladat

T

. 1
min H[w] := C- ) V[d(t), fw(x()] + 5 w3 (C>0), (3)
t=1
ahol V[, ] az un. veszteségfiiggény, amely lehet kvadratikus, e-érzéketlen, de

mas formaékat is szoktak hasznalni [4]. Roviden, az SVM-ek regularizalt linearis
approximatorok [2].

Az explicit ¢ leképezés helyett, a H tér egy k kernel segitségével is leirhato,
H = FH(k) [11], ahol (x) = k(-,x). A k kernel a

(FC)k(x))ge = f(x)  (x € X,Vf e H), (4)

reprodukalé tulajdonsaggal rendelkezik [1, 11] és H-t Reprodukalé Kernel Hilbert
Térnek (RKHS) nevezziik. Tehat, tetszéleges f € H RKHS-beli fiiggveény k(-, x)
kernellel val6 skalaris szorzata az x pontbeli kiértékelésnek felel meg. A skaléris
szorzat a H térben implicit médon szamolhaté a kernel segitségével

k(u,v) = (p(u), ¢(V))s  (u,v €X). ()

N
Igy,aw =) a;-p(z;) (a; €R,z; € X) valasztassal
j=1

Fw(x) = (W, 0(x))5c = Y 0 - ((2), (%)) g = Zaj k(zj,x). (6)

Tehat, az fw fliggvény az o; egylitthatok, a z; mintak és a k kernel segitégével
a p(x) reprezentacié explicit felhasznalasa nélkiil kiértékelhets. Ez a fogas a
kernel trikk.



2.2.2. MLP
Az MLP neuralis halozat tobbrétegii, minden réteg egy
x— g(W-x) (7)

formaju nem-lineéris leképezést valosit meg. Itt g egy differencidlhaté nem-
linearis fiiggvény. Az MLP feladatban tgy hangoljuk az egyes rétegek W
métrixait, hogy a halozat az {x(¢),d(t)} input-output minta paroknak megfelels
leképezést kozelitse. Formalisan, célunk a

2 2 .

t) = ||d(t) — y(t

2(0) = 1d(®) - y(O)} | min ®)
kvadratikus hiba minimalizalasa, ahol y(¢) jeloli a halozat ¢ id6pontbeli kimenetét.
Az MLP feladatot oldja meg a jol-ismert wvisszaterjesztési algoritmus.

2.3. Az MLK halézat

Egy altalanos MLP réteg altal megvalositott leképezés [lasd a (7) egyenletet] a
x—g| | (wix) ||, (9)

formaja, ahol w! a W métrix i. sorat jelsli. SVM illeszthets az MLP-be, ha a
halézat egy altalanos rétege a

<W17 90<X)>j—{
X—g : (10)
(W, (%)) g¢

hozzarendelést valésitja meg.!

Egy ilyen rétegekbdl felépitett halozatot Tobbrétegi Kerceptronnak (MLK)
fogunk hivni, 14sd az 1. abrat. Minden egyes réteg (x') inputjat az el6z6 réteg
(y'~1) outputja szolgaltatja. A O-adik réteg a kiilvilig, ami az MLK els6 rétege
szamara szolgaltatja a bemenetet. x' = y!=! ¢ RNIL, ahol N} az l-edik réteg
dimenzidja. Az l-edik réteg x' inputja a ' leképezésen atesve a Wé silyokkal
szorzodik. Ez a két lépcs6s eljaras implicit modon elvégezhets a k! kerneleket
és a wi-k kifejtéseit hasznalva. Az adodo s € RMs vektorra hat a g! nem-
linearis, differencialhaté fiiggvény. Ennek a nem-lineéris fiiggvénynek a kimenete
a kbvetkezs réteg bemenete, azaz x'*1. Az utols6 (L.) réteg outputjat — azaz a
halézat outputjat — y jeloli. y! = x!+1 € RNe, és az l-edik réteg kimenetének
dimenzi6ja N.

A kovetkez6kben megmutatjuk, hogy (i) az MLK-k is rendelkeznek vissza-
terjesstési szaballyal, ami (ii) csak kernelek segitségével is megadhato, és igy a
szamitasok a dudlis térben kivitelezhet&ek.

L Az egyszeriiség kedvvéért valasszuk az X input teret a véges dimenziés Euklideszi térnek,
azaz R"™-nek.
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1. abra. Az MLK héalozat l-edik rétege, | = 1,2,..., L. Minden egyes réteg
inputjat (x!) az el6z6 réteg outputja adja (y'™!). A O-adik réteg a kiilvilag,
ami az MLK els§ réteg szamara szolgaltatja a bemenetet. Az [-edik réteg x!
inputja a @' leképezésen esik at, majd a réteg w! stlyaival szorzodik skalarisan
a H' = H'(k') RKHS-ben. Az adodo s! vektorra hat a g! differencialhaté nem-
linearitds. Ezen nem-linearis fliggvény kimenete a kévetkezd réteg bemenete,
x!*T1. A halézat kimenete az utolsé réteg kimenete.

3. Az MLK visszaterjesztési eljaras
Egy kicsit altalanosabb, regularizacios tagokat is tartalmazo feladat a

c(t) == e2(t) + r(t min , 11
( ) ( ) ( ) — {ﬂ{lawf:: l1=1,...,L; i:l,...,Né} ( )

probléma, ahol (1) = [|d(t) — y (1) |2 és r(t) = Sy Si5 A [wl0)5 (M=
0) a koltségfiiggvény approximacios és regularizicios tagjai, és y(t) jeloli a
halézat t-edik inputra adott kimenetét. A A paraméterek szabalyozzék az
approximécié és regularizicié kozotti aranyt. A = 0O-ra a legjobb kozelitést
keressiik, mint az MLP feladatban [(8) egyenlet]. A! értékeket névelve, az ap-
proximécid simasiga nd.

A fenti jeltlésekkel a kovetkez§ allitasok igazolhatok.

1. Tétel (explicit eset). Tegyiik fel, hogy az x — <w,<pl(x)>w és a gl fiig-
guények differencidlhatok (I = 1,...,L). FEkkor visszaterjesztési szabdly szdr-
maztathaté az MLK-ra, ha a kéltségfiggvény

l
L Ng

() =20+ S AW (=0 (12)

=1 i=1
alakii.
2. Tétel (implicit eset). Tegyiik fel, hogy az aldbbiak teljesilnek:

1. Differencidlhatosdgi megkités: A k' kernelek mindkét vdltozojukban, illetve
a gl figguények differencidlhaték (1=1,...,L).



2. Kifejtési tulajdonsdg: A hdldzat kezdeti w'(1) silyai egy adott

Ni(1)
Hoowhl) =Y ol (1) (z;(1)) (=1,...,Li=1,...,N}§) (13)

Jj=1

tipust kifejtéssel, dudlis reprezentdcidval rendelkeznek.

Ekkor létezik visszaterjesztési eljards az MLK hdlézatra, feltéve, hogy a kélt-
séqgfilgguény
L N§
2
o(t) =)+ > A [whD)|lza (A= 0) (14)
1=1 i=1
formdju. Az eljdgrds megdrzi a (13) tulajdonsdgot, ami igy a behangolt hdldzatra
is fennall. Az algoritmus implicit, abban az értelemben, hogy a dudlis térben
realizdlhatd.

Az MLK visszaterjesztési eljarasok pszeudokodjai az 1. és a 2. tablazatban
taldlhatok. Az algoritmusok levezetését, mind az explicit mind az implicit esetre,
a kovetkezé alfejezetben megadjuk.

Az MLK visszaterjesztési eljarasok szemléletesen (parhuzamosan lasd az 1
és a 2. tablazatokat):

1. a &'(t) visszaterjesztett hiba 67 (¢)-bsl indulva egy hatrald rekurzioval fej-
141
16dik a % derivélton keresztiil.
2. a % kifejezés a @!'T! leképezés, vagy implicit médon a k! kernel
segitségével hatarozhato meg.

3. w-k hangolésaban két tényezs jatszik szerepet:
(a) felejtés valosul meg a w! stlyok (1 —2uk(t) - /\é)—szeres szorzasa altal,
ahol ! a regularizacios egyiitthato.

(b) adaptdcid jelenik meg a visszaterjesztett hiban keresztil. Az l-edik
réteg stlyait az x'(t) reprezentécio, azaz az aktualis inputnak az [-
edik rétegre leképezett értéke allitja ugy, hogy a hangolast a vissza-
terjesztett hiba sulyozza.

3.1. Az MLK visszaterjesztési eljarasok levezetése

Elgszér a dﬁjg’g]ﬂ gradienst szarmaztatjuk. Utana a gradienst a legmeredekebb

lejté modszerbe agyazzuk.2 A c(t) hiba két tagbol all, approximéaciés és regu-
larizacios tagbol:

c(t) = X(t) + r(t). (15)

2 A legmeredekebb lejt6 modszerét hasznaljuk 6tletiink bemutatasahoz. Mas, ettsl eltérs

gradiens alapu technikdk szintén szoba johetnének. Példaul, a momentum modszer illetve a
konjugalt gradiens eljarasok is rendelkeznek el6ny6s tulajdonsagokkal.




1. tablazat. Az explicit MLK visszaterjesztési algoritmus pszeudokodja

Algoritmus bemenete
mintapontok: {x(t),d(¢)}i=1,.. 7,1
koltségfiiggvény: AL >0 (I=1,...,L;i=1,...,N})
tanulasi ratdk: pl(t) >0 (1=1,...,L;i=1,...,N;t=1,...,7T)
Haloézat inicializacidja
méretek: L (rétegek szdma), N}, N§, N (1=1,...,L)
silyok: wi(1) (I=1,...,Lyi=1,...,N})
Szamitas kezdete
Aktualis input x(t)
Eléreterjesztés
xt(t) (1=2,...,L+1),s(t) I=2,...,L)*

Hiba visszaterjesztése

=1L
while [ > 1
if (1=1)
SL(t) =2 [y(t) —d(®)]" - (gF) (s(t))
else
dis't ()] d[<wrli+l(t)v¢l+1(u)>, -1+1} /
O T | [EREOIE

_ s (¢
El(t) _ 5l+1(t) . Eis[sl(t)])]
Salyok frissitése
for V 4: 1§i§N§
wi(t +1) = (1= 2p5(t) - M) - wi(t) — pi(t) - 04(t) - ' (x' (1))
l=1-1

Szamitas vége

@ Igy a halozat kimenete, azaz y(t) = xLT1(t) is kiszamitodik.
b Itt: i=1,..., N5




2. tablazat. Az implicit MLK visszaterjesztési algoritmus pszeudokodja

Algoritmus bemenete
mintapontok: {x(t),d(t)}i=1,.. 7,1
koltségfiiggvény: AL >0 (I=1,...,L;i=1,...,N})
tanulasi ratdk: pl(t) >0 (1 =1,...,L;i=1,...,N5;t=1,...,7T)
Haloézat inicializacidja
méretek: L (rétegek szama), Ni, N§, N!
stlyok: wi(1)-kifejtések (I =1,...,L;i =
egyiitthatok: al(1) € RV:i()
osok: 2} ;(1), ahol j =1,..., N}J(1)
Szamitas kezdete
Aktualis input x(t)
Eloreterjesztés
x{(t) (1=2,...,L+1),s(t) I=2,...,L)*
Hiba visszaterjesztése

(l=1,...,L)
1,...,N)

=1L
while [ > 1
if (1=1) ,
| 5L(t) =2-[y(t) —d(®)]" - (g") (s*(1)

T alfie) e e, ) |8 E0)

d[s' T (¢
5l(t) _ 5l+1(t) . Els[sl(t()])]
Silyok frissitése
for V i: 1§i§N§
Nt +1)=Nit)+1
o (t+1) = [(1 = 2p5(t) - X)) - e (1); —pri () - 03(t)]
zﬁ»’j(t +1) = zé,j(t) (] =1,... ,Ng(t))
zi;(t+1) =x'(t) (
l=1-1

Szamitas vége

@ [gy a halozat kimenete, azaz y(t) = xLT1(t) is kiszamitodik.

bi=1,..., Né"'l. (k! v jeloli a k! kernel masodik argumentuma szerint vett derivaltjat.




3.1.1. Az approximacids tag gradiense

Elgszor néhany MLK felépitésébdl adodo alaposszefiiggést sorolunk fel. Az egy-
szertiség kedvéért a tovdbbiakban a t indexet elhagyjuk [precizen: x! = x!(t),

v =y!(t), ' =s'(t),w] = wi(t)].

xt =yl eRM (1=1,...,L+1)
xt=gl(s") (1=1,...,L)
[ (Wi, @' (%)) 5

(wi, wl.(xl)m

[ (wh o (g1 ()0
(w08 (s 1)) g
- <wl1+1,cpl+1(gl(sl))>w+1

= I+1
<Wi+ ’¢l+1(gl(sl))>%l+l

(l=1,...,L—1;i=1,..., N5

Az l-edik réteg visszaterjesztett hibajat definidljuk a

moédon. Specidlisan, az utolsé rétegre:
a2 4[4 - gt )]
dlst(t)] d[s™(t)]
=2 [g" (") — ()" - (&") (s"(1)
=2-[y(t) —d@®)]" - (8") (s" (1)
Itt elGszor a lancszabalyt, majd a vektorokra érvényes

dll|d - y|3]
dy

=2(y—d)"

(19)

(21)

(25)

Osszefiiggést hasznaltuk ki, végiil beillesztettiik az MLK szerkezetébdl adodo

y(t) =g" (s*(1))

(26)



azonossagot.

A
d[s' 1 (1)

d[s'(t)]
kifejezés a (20) egyenlet segitségével szamolhato. Elégséges a
d[(w, p(8(8))) ]
d[s]
alaku kifejezéseket tekinteniink, abbol a teljes derivalt , kirakhatd”. (28) értéke
az alabbi lemma alkalmazasival megadhato.

1. Lemma. Legyen w € H = H(k) egy RKHS-beli pont. Tegyiik fel, hogy

1. Ak kernel mindkét argumentuma szerint differencidlhato és jelolje ki, a
kernel mdsodik argumentuma szerint vett derivdltjdt.

(I=1,...,L—1) (27)

(28)

2. Implicit esetben feltételezziik még, hogy w véges sok z; pont J(-beli reprezen-

w e Im(p(z1),p(22),...,9(zn)) C H. (29)
N
Legyen ez a kifejtés w = Y o - p(z;), ahol a; € R.
j=1

Ekkor:
1. Explicit eset:

ds] - d[u] u=g(s) & o
2. Implicit eset:
N
d[<W, Z([:(S)»g{] _ Z ;- k’y(zj’g(s)) . g'(s) (31)
j=1

Bizonyitds.
1. Explicit eset: az allitas adodik a lancszabalybol.

2. Implicit eset:

dliw, o)) 4 (Z50el) ele6), ]

e ] 32
[0 (o), p(8(5))) o )
s
d[%, 05k (2.80))] "
|
=Y _a; ky(z,8(5) - g(s). (35)



Az els6 egyenletben beirtuk w kifejtését, majd kihasznaltuk a skalaris
szorzat linearitasat. Ezutan a

k(u,v) = (p(a), ¢(v))g (36)

reprezenticié és kernel kozti Osszefiiggést alkalmaztuk. Az utolso 1épés a
lancszabalybdl adodik.

O
Folytatjuk (27) kiszamitasat:

1. Explicit eset: Az el6z6 lemma szerint

s (t)] _ A 0. ) 0] | '
a) - N
_ d[(w; (t),z:]l(u))%wl] R [(g')/ (Sl(t))} (38)

(I=1,...,L—1;i=1,...,N5").

A masodik egyenlségnél (i) kihasznaltuk a (17) azonossagot és (ii) kiemeltiik
a (gl)/ (sl (t)) tagot matrixok szorzédsanak megfelelGen.

2. Tmplicit eset: w'™!(t)-kre fennall a (13) kifejtési tulajdonsag. Ez kezdet-
ben feltevésiink volt. A 3.1.3 alfejezetl?en, latni fogjuk, hogy ez a tulaj-
donség az iteraciok soran ,,6roklsdik”. Igy

N ()
witl )= Y ol @) (=1,...,L-1;i=1,...,N{")
j=1

(39)

10



és a kivant (27) derivalt a lemma alkalmazasaval

dis™0)] _

dls' (1)
N /

= T et e 0. ) (@) (@) | o)
N o

=| T oW e o) | @) o] @

(l=1,...,L—1;i=1,...,N{").

A masodik egyenlGségnél kihasznaltuk a (17) azonossigot. A (gl)/ (s'(¥))
matrix tagot métrixok szorzasdnak megfelelen kiemeltiik.

Lancszabaly és 6'T1(t) definicidja alapjan

L] dE0) dsTO] g dSTO)
0]~ AT dE)] EI0)

Ismét alkalmazva a lancszabalyt, 8'(¢) és s!(¢) definiciéja szerint

de’®)] _ dle*(®)]  dlsi(t)] _ _ i
d[Wg(t)] B d[Sl(t)] . d[Wi(t)] a 55(15) ’ (pl(xl(t)) (l =1... Lii=1,..., ]\(Ti)gv)

ami a kivant derivalt. Figyeljiik meg, hogy a derivalt a 0!(¢) szdm és az ak-
tualis x(t) input [. rétegére esé x'(t) lenyomatanak ¢'(x!(t)) reprezentéaciojaval
kifejezhetd.

3.1.2. Regularizacios tag

Ez a tag egyszertien megadhato:

L N )
1|32 54wl
_ == oyl ol _ e l
i (t)] = AWl (0] =2\wi(t) (I=1,...,L;i=1,...,Ng).
(44)

Vegyiik észre, hogy a derivalt az aktualis wl(t) stlyok skalérszorosa. Ezen forma
szerint implicit hangolasi szabaly adhato.

11



3.1.3. Koltség tag

Hasznéalva a

de(®)]  dl*®)] | dr(t)] o
Wi~ awi) T awiy (b k=N (49)

Osszefliggést, és az approximécits illetve regularizacios tagokra kapott ered-
ményeinket [(43) és (44) egyenlet] a

legmeredekebb lejt6 szabalyban adédik, hogy

Wit +1) = wi(t) — pi(t) - (5;(8) - o' (x' (1)) + 2X] - wi(t) (47)
= (1 —=2ui(t) - M) - wi(t) — pi(t) - 63(1) - ' (x'(1)) (48)
(I=1,...,L;i=1,...,N&).

Ugyanez dualis formaban

ai(t+1) = [(1 = 2ui(t) - ) - e (t); —pi(1) - 6i(1)] (1=1,...,Lyi=1,...,Ng).

(49)
Igy a halozat stlyvektorainak kifejtési tuladjonsiga [(13) egyenlet] az iteraciok
soran 6roklgdik. Specialisan, a szamitas végeztével kapott w! paraméterekre
is fennall. Osszefoglalva, MLK-ra létezik visszaterjesztési eljaras. A levezetett
explicit és implicit eljarasokat az 1. és a 2. tablazat foglalja Gssze.

4. Konkluaziok

Uj tobbrétegt modell, a Tébbrétegt Kerceptron (MLK) elméleti leirasaval foglalkoz-
tunk. Ez a hélozat egyesitheti a T6bbrétegti Perceptron (MLP) és a Tamasztod
Vektor Gépek (SVM) elényeit: (i) Sulyai hangolhatok és a hangolas regulariza-
ciés elvek mentén is megtehets. (ii) MLK-ban kernelek hasznélata lehetséges.
(iii) Az MLK halézat behangolt sulyai segitségével a haldzat kimenete gyorsan
szamolhat6. (iv) Az MLK rejtett rétegekkel rendelkezik és igy képes lehet az
SVM-ek adta particionalasokat kombinalni. A megkozelités kiilonbozé adat-
bazisokon ad6doé elényei és hatranyai jovébeni kutatasaink targyat képezi.
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